MATHEMATIQUES - TERMINALE SPECIALITE - REVISIONS DE LA TOUSSAINT

Cahier de vacances de la Toussaint — Corrigé

Le corrigé de toutes les séances : calcul minute, exercices rédigés comme sur une copie, et les erreurs a éviter

Corrige en rouge, puis recopie chaque erreur et sa correction. Compare surtout ta rédaction : les phrases d'initialisation, d’hérédité
et de conclusion, les théoremes cités, les hypothéses vérifiées.

Séance 1 — Le raisonnement par récurrence

Calcul minute

1.55 6.2n+1

2.25 7.u; =5 u,=14
3.1024 8.2x3"
4.3n+4 9 n+1)(n+2)
5.2 upq = 2u, 2

10.non:1%2=1<?2

Exercice 1 — Une somme d’impairs

Pourn=1,onnote P(n): «1+3+ ..+ (2n-1)=n’».

Initialisation. Pour n = 1, le membre de gauche vaut 1 et celui de droite 1 = 1 : P(1) est vraie.

Hérédité. Soit k> 1tel que 1 + 3 + ... + (2k — 1) = k% Le terme suivant est 2(k + 1) — 1 = 2k + 1, et d"aprés I'hypothése
de récurrence :

1+3+...+2k-1)+@2k+1)=k®+2k+1=(k+1)2 P(k + 1) est vraie.

Conclusion. Par récurrence, 1 + 3 + ... + (2n - 1) = n pour tout n = 1.

l Erreur fréquente : écrire le terme suivant 2k — 1 + 1 : on remplace n par k + 1 dans 2n - 1, ce qui donne 2k + 1.

Exercice 2 — Une inégalité

On note P(n) : « 3" > 1 + 2n ». Initialisation. 3° = 1 et 1 + 2 x 0 = 1 : P(0) est vraie.

Hérédité. Soit k € N tel que 3X> 1 + 2k. En multipliant par 3> 0: 31 >3 + 6k. Or (3 + 6k) — (1 + 2(k + 1)) = 4k = 0,
donc 3 + 6k =1 + 2(k + 1). Ainsi 31 > 1 + 2(k + 1).

Conclusion. Par récurrence, 3" = 1 + 2n pour tout n € N.

Erreur fréquente : s'arréter & 3“1 > 3 + 6k : il reste & comparer 3 + 6k a 1 + 2(k + 1). Une différence dont on étudie
le signe regle la question.

Exercice 3 — Une suite définie par récurrence

5 11 . 1 o 1
a.vy = 3 +2= R Initialisation : v, = 5 > 3. Hérédité : siv, > 3, alors ?vk = 1 (on multiplie par Y > 0), donc
Vis1 21+ 2 = 3. Conclusion : v,, 2 3 pour tout n.
2 2
b.v,,-v,= 3V +2-v, = “3Vn +2= _?(v” - 3). D'apres a), v,-320,doncv,,,; -v,<0:(v,) est
décroissante.

1 1 1 1 1
c. Initialisation : 3 + 2 x (3)0 = 5= v,. Hérédité : si v, =3 + 2(3)", alors vy, = = (3+ 2(3)") +2=1+ 2(?)k+l +

1 1
2=3+ 2(?)’”1. Conclusion : v, =3 + 2(?)" pour tout n.
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Exercice 4 — Divisibilité, et une récurrence qui démarre tard

a. Initialisation : 4° — 1 = 0 = 3 x 0. Hérédité : si 4 - 1 = 3m avec m entier, alors 4¥* -1 = 4(4k- 1) +3=12m + 3 =

3(4m + 1), et 4m + 1 est entier. Conclusion : 4" - 1 est divisible par 3 pour tout n.

b. 23 =8<9=3%: P(3) est fausse ; 2* = 16 > 16 = 42 : P(4) est vraie. Hérédité : soit k > 4 tel que 2k > k2. Alors 2k*1 =
2 x2K>2k? Or 2k? = (k+1)2= (k- 1)2-229-2>0, car k- 1 > 3. Donc 2¥** > (k + 1)2. Conclusion : 2" > n?

pour tout n = 4.

Remarque : initialiser a 0 parce que P(0), P(1) et P(2) sont vraies : I'hérédité ne marche qu'a partirde 3 (k- 1=>2

donne (k - 1)2 - 2 = 2), et P(3) est fausse. La récurrence doit démarrer a 4.

Séance 2 — Limites de suites

Calcul minute

1.0 7.2
1

2. o 8. +oo : n2(1 - —)
3.3 n

1
4.0 9.0:cest —
5. +oo n
6. —o0 10. pas de limite

Exercice 1 — Par les opérations

a.3n’ - +wet2n -1  +wo; par somme, a, — +c.

— 4
b.vn - +o, donc il 0; par différence, b,, — 5.

1

Cc.2+— - 2etn+3 - +oo; par produit (2 > 0), ¢, — +oo.
n

d.n?+1 - +w, donc par quotientd,, — 0.

1
e.—2n » —o et — - 0; parsomme, e, — —.
n

Exercice 2 — Lever une forme indéterminée

5 5
a. Forme « +0 — 00 », a,=n*(1 - —),avec1 - — - 1:a, - +o.
n n

n2(3+i) 3+i
b. F ® b, = " "oy 3
.orme«;». n = ) T 7 b3
n“(l+ —) 1+ —
n n
2 2
nl+ —) 1+ —
cc——n—ix n Ox1:c 0
'""2(1 3)_n B o
n3(1 - — - =
n® n®
_4+_
2
n -4
d.dn:2—5—>7:dna—2.
+_
3

e. Forme « +0 — 0 ». e, =Vn(l-Vn),avecVn — +oetl-vn - —o : par produit, e, — —o.

2

p 00 ) . 3n .
Erreur fréquente : en b), conclure « — =1 ». Le quotient des termes dominants, — & 3, donne la limite.
00 n
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Exercice 3 — Suites géométriques
a.-1<0,8<1,donc0,8" - Oeta, - 0.

b.2>1,donc 2" — +weth, - +o,
1
c.0<?<1,doncc,1 - 4.

d.-1<-0,5<1,doncd, - 0, bien que les termes changent de signe.

1- (i)rﬁl

1 1
e. Somme de n + 1 termes d’'une suite géométrique de raison > 1S, = —] =2(1- (7)’”1) =2- (?)”.

n
1-—
2

1
Comme (?)” -0,8§, - 2

Exercice 4 — Comparer et encadrer

a. (-1)"=2-1,doncu,2n-1.0rn-1 - +oo: d’'apres le théoréme de comparaison, u,, — +o.
2 4
b.2<3+(-1)"<4;ondiviseparn>0: - v, < - Les deux encadrants tendent vers 0 : d'apres le théoréme des

gendarmes, v,, — 0.

"

c.w,=2+

1 1
n ,donc 2 - — <w, <2+ —. Les deux encadrants tendent vers 2 : par les gendarmes, w,, - 2.
n n

Erreur fréquente : dire « (-1)" n’a pas de limite, donc v, non plus ». Le facteur — écrase l'oscillation : c’est
n

exactement le r6le de I'encadrement.

Séance 3 — Suites monotones et convergence

Calcul minute

1. croissante (u,+; — u, = 2) 6. convergente
2. décroissante (différence -3) 7. tend vers -
3. décroissante (raison 0,5, termes > 0) 8.6
4.nilunnilautre:1;-2;4 9.0o0ul

5.1 10. 2

Exercice 1 — Sens de variation
a.a,,—a,=n+12-4n+1)- n? + 4n = 2n - 3, strictement positif dés que n = 2. Avec a,=0,a;,=-3,a,=-4:
croissante a partir du rang 2.

bn+1 - .
b.b,>0et == =0,9<1:(b,) est décroissante.
n

n+1 n (n+1)>-n(n+2) .
C.Chp1 —Cp = - = = >0 : (c,) est croissante.
n+2 n+1 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
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Exercice 2 — Vrai ou faux ?

a. Faux: est croissante (exercice 1) et tend vers 1.

n+1l
b. Faux : la méme suite est majorée par 3 et tend vers 1. La limite est seulement inférieure ou égale a 3.
c. Vrai : c’est le théoréme de convergence monotone (et la limite est positive ou nulle).

n

1
d. Faux : 1)
n+1l

tend vers 0 (gendarmes), mais ses termes 1; — ... montent et descendent.

23
e.Faux: (-1)'mvaut0;-1;2;-3; 4 ... Elle n’est pas majorée, mais ses termes de rang impair tendent vers —co :
elle n’a pas de limite.

Exercice 3 — Une suite arithmético-géométrique
a. Initialisation : u, = 0, u; = 1, et 0 < 1 < 5. Hérédité : si u, < u,,, <5, on multiplie par 0,8 > 0 puis on ajoute 1 :
0,8uy + 1 <0,8uy,4 +1 <5, soit uyyq < Uy, < 5. Conclusion : u, < u,,; <5 pour tout n.
b. (u,) est croissante et majorée par 5 : elle converge vers un réel {. En passant a la limite dans u,,, =0,8u, +1:£=
0,80+ 1,donc0,20=1et=5.
€.V, =08u,+1-5=0,8(u, - 5) =08y, : (v,) est géométrique de raison 0,8, de premier terme v, = -5. Donc v, =
-5x0,8"etu,=5-5x0,8". Comme 0,8" . 0, on retrouve u,, - 5.

Exercice 4 — L’escalier qui redescend
48 24 48 6x4,8 144 72 4235
U =—=—=48 U= ——— = —— = — =4, .
&t 2~ T8 3 17

b. Initialisation : 4 < 4,8 < 8 < 8. Hérédité : si 4 < u;,, <y, <8, comme f est croissante sur [4; 8], f(4) < fluy,1) < f(uy)
<f(8), soit 4 <u,,, < u;,, < 4,8 < 8. Conclusion : 'encadrement est vrai pour tout n.

c. (u,) est décroissante et minorée par 4 : elle converge vers £ € [4; 8]. f est continue sur [4; 8], donc f(f) = ¢, soit £ =
0 ou £ =4 (comme dans la fiche méthode). Comme £ >4, £ = 4.

Erreur fréquente : écrire « décroissante et minorée par 4, donc elle tend vers 4 » : c’est I'équation f(£) = ¢, et elle
seule, qui donne la valeur de la limite.

Séance 4 — Rappels de dérivation

Calcul minute

1. 5x* 6 -1

1 T+ 2)?
2. _7 7.y=2x-1

1 8.3
3.

2V x 9.]-; 3]

- 1
4.6x-4 10, ———
5. 6(2x + 1)2 Vax+1
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Exercice 1 — Dériver
a. f(x) =12x? - 10x + 2.

. ) - — X*+1 4P+ xXP+1 Bx%+1
b. Produit, avec u=x*+1,v=Vx : g'(x) = 2xVx + — = — =

2Vx 2Vx 2Vx
3x+2)-3x-1 7
C. Quotient : h'(x) = (x*+2)- ZX ) = >
x+2) (x +2)
d. Composée affine (a = -2) : k'(x) = -2 x 4(1 — 2x)3 = =8(1 — 2x)°.
1 2x
e. 7 avecv:x2+1:m(x)=—m.

l Erreur fréquente : en b), oublier que 2xVx x 2vx = 4x? au moment de réduire au méme dénominateur.

Exercice 2 — Tangentes
2x+1)-(2x-1) 3
(X+ 1)2 - (X+ 1)2 .

a. f(x) = f0)=-1letf(0)=3:y=3x-1.

1 1 1 1
bf(2):letf(2):§ y= g(X—Z)"'l, SOity= ?X'*'?.

c. Paralléleay=3x = f(a)=3 = (a+1)2=1<a+1=1oua+1=-1<a=0o0ua=-2.En0:y=3x-1.En-2:
f(-2)=5,douy=3(x+2) +5=3x + 11.

Exercice 3 — Un tableau de variations
a. f(x) =3x? - 12x+9=3(x* - 4x + 3) = 3(x - 1)(x — 3).
b.f(x)>0sur[0; 1[et]3;4],f(x)<Osur]l;3[f(0)=1,f(1)=5,f(3)=1,f(4)=5:

X 0

FOo 4 W

f(x) +

o | T~

c. Maximum 5, atteint en 1 et en 4 ; minimum 1, atteint en 0 et en 3.

oo -k
1

5

Exercice 4 — La boite de volume maximal
a. llfautx>0et12-2x>0,doux €]0; 6[. La base est un carré de coté 12 — 2x, la hauteur vaut x : V(x) = x(12 -
2x)2.
b. Produit : V'(x) = (12 — 2x)2 + x x 2(12 - 2x) x (=2) = (12 - 2x)[(12 - 2x) - 4x] = (12 - 2x)(12 - 6x).
c.Sur]0; 6[, 12 - 2x > 0; 12 - 6x est positif sur ]0; 2[ et négatif sur ]2 ; 6[. V croit puis décroit : le maximum est
atteint pour x =2 cm, et V(2) = 2 x 82 =128 cm?®.

l Erreur fréquente : dériver (12 — 2x)2 en 2(12 — 2x) : le facteur a = -2 manque.

Séance 5 — La fonction exponentielle

Calcul minute

1.1 6.e

2. 2 7. 3

3. e 8. —2xe™

4.3 9.3

5. 4 10.0
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Exercice 1 — Simplifier
a A= 5 (2D=g0=1

b Bz=eXxe 2 =g
C.C=eX+2e%e ™ +e > =e?+2+e %

d.D= e(2x+3) -(x-1) = ex+4

l Erreur fréquente : en C, oublier le double produit, ou écrire e*e™ =0 : c’est e =1.

Exercice 2 — Equations et inéquations
exp est strictement croissante sur R: e* = e® < A=Betef<eP ~ A<B.
a.3x-2=x+4 = x=3:S={3}.

b.x>=5x-6 « (x-2)(x-3)=0:S={2; 3}.

1 1
c.1:e°,doncl—2x>0ax<?:s=]—m;7[_

d.AvecX=e>0:X?-(e+1)X+e=(X-1)(X-e)=0,doncX=1ouX=e¢, soite*=e®oueX=e':S={0; 1}.

e. e > 0, donc le produit a le signe de x* — 4 = (x — 2)(x + 2), négatif entre les racines : S = [-2; 2].

Exercice 3 — Dériver et étudier

a. Produit, avec (e™) = —e™: f(x) = 2e™ - (2x + 1)e™* = (1 - 2x)e™. Comme e™* >0, f(x) ale signede 1 - 2x: f

1 1 1 2
croissante sur -« ; 7], décroissante sur [? ; +oo[. Maximum : f(;) =2¢705 = v =1,21.
e

b. g'(x) = (2x - 2)e"2 ~2X du signe de 2x — 2 : g est décroissante sur ]~ ; 1], croissante sur [1 ; +oo[. Minimum : g(1) =

e 1=0,37.

Exercice 4 — Limites et croissances comparées
eX X
a. " - x = x(— - 1); par croissances comparées — - +oo, donc par produit +co.
X X

e+ 3 eX
b. = — 4+ — . 400+ 0 = +oo0,
X X X
C. (x +2)e* =xe* + 2¢* ~ 0+ 0 =0 (croissances comparées et lim,  __ e*=0).
1
X
dxe*=—= €& 0.
eX —_—
X
) L. 3+l 3+e™ . .
e. On factorise par e* : —; = —, ete” - 0en +ow:lalimite vaut 3.
e +2 1+ 2e

Erreur fréquente : en a), écrire « +oo — 00 = +00 parce que I'exponentielle est plus grande » sans factoriser : c’est la

factorisation qui fait apparaitre la croissance comparée.

Séance 6 — Limites de fonctions

Calcul minute

1. +o0 6.3

- 1
2. —e0 7. 400 x(1+ —)
3.0 X
4, +0 8.2
5. - 9. +o0

10. 4
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Exercice 1 — Sans forme indéterminée

a. Somme de limites +o ; 400

1
b. -2x - +coquand x —» —c, et — - 0: +e0
X

1
C. — — *+o0o; +oo
X
d 1 0:4
CVx

e. Pas de forme indéterminée : le numérateur tend vers 2 et le dénominateur vers 2 : 1

Exercice 2 — Lever une forme indéterminée

3 5 3 5
a.«—o+o»:x’(l+—) avecx’ - —oetl+ — - 1:-o0
X X

e 1 1
x°(3-—) 3-—
b X' X i__3
' 2(1 1 T L 71
X —_—— ——
x? X2
]
c. = x X  _ox1=0
X 1+i
2
0 -3)x+3
d.«—»:w:x+3pourx¢3ﬁ6
x-3
0  (x+2)x-1) «x+2

e. .« —»

0  (x-1x+1) x+1

3
ourx#1 - —
P 2

Erreur fréquente : en d) et e), chercher un terme dominant : en un réel, on factorise par (x — a), car a est racine du
numérateur et du dénominateur.

Exercice 3 — Deux asymptotes

4
x(-1+—)
X
En to : g(x) = ——— - —1:la droite y = -1 est asymptote horizontale en +» et en —c.
x1+ —)
X

En-2:-x+4 - 6>0;x+2 - 0, positif si x > -2 et négatif si x < -2. Donc g(x) — +c a droite de -2 et — a
gauche : la droite x = -2 est asymptote verticale.

Exercice 4 — Trois asymptotes et une position
ax*-1=0-x=1loux=-1:D,=R \{-1;1}.

3
2+ —
X
b. h(x) = — - 2 en +w : y = 2 asymptote horizontale.
1-—=%
X

c. Le numérateur tend vers 5 en 1 et en —1. x> — 1 = (x — 1)(x + 1) est positif sur ]-co ; =1[ U ]1; +oo[, négatif sur ]-1;
1[. En 1: +c & droite, —c0 & gauche. En -1 : +c0 & gauche, —o a droite. Les droites x =1 et x = -1 sont
asymptotes verticales.

22 +3-2(x*-1) _

x>-1 T X -

en dessous sur ]-1; 1[.

d. h(x)-2= , du signe de x*> — 1 : €, est au-dessus de y = 2 sur ]-o0 ; =1[ U ]1; +oo[,
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Test de rentrée — corrigé

N° Réponse Si c’est
faux

1  Init.4°=1> 1. Hér. si 4% > 3k + 1, alors 4¥"* > 12k + 4 > 3k + 4 = 3(k + 1) + 1. Concl. vraie pour  séance 1

tout n
2 Init.2°+1=2=u, Hér. uj,, =2(2k+1)-1=21+1 Concl. u,=2"+1 séance 1
3 9_ 1 séance 2
-2
1+ —
4 -1<09<1:0;2>1:4+w séance 2
> Upsq — Uy = m >0;n<n+2donne u, <1. Croissante et majorée : converge (vers 1) seance 3
6 £=05t+1-=28=2 séance 3
7 2x(x-2)-(x*+1) x*-4x-1 séance 4
w-27 -2
8 f(1)=-1,f(1)=3-2=1:y=x-2 séance 4
9 2x-12x+2 < S=[3;+[; (1-x)e™ séance 5
10 Limite3enzxwo:y=3;en-1,3x-1 - —4etx+1 - O: limites infinies, x = -1 séance 6
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