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Lancer dix fois une piece, répondre au hasard a un QCM, vendre plus de billets que de places : chaque fois, on répete
la méme expérience a deux issues, sans que les essais s'influencent. Dans un schéma de Bernoulli de paramétres n
et p, le nombre X de succés suit la loi binomiale B(n, p) : pour tout entier k de 0 an, P(X = k) =

(Z) pk(l — p)”_k. Le coefficient binomial compte les chemins & k succes, la puissance donne la probabilité de
chacun.

0 Succession d'épreuves, arbres et indépendance
DEFINITION

On réalise successivement n épreuves, d'univers {21, . . ., §),,, sans que le résultat de I'une influe sur les suivantes. Une
issue est un n-uplet (:cl, ceey J)n) du produit cartésien 2 X - - - x €, c'est-a-dire un chemin de I'arbre. Dans ce modéle, la
probabilité d'une issue est le produit des probabilités de ses composantes, P((zy, .. .,x,)) = P(z;) x - -+ X P(z,) : dans
I'arbre, chaque épreuve porte les mémes pondérations, quel que soit le chemin suivi.

PROPRIETE

Rappel de premiére : I'arbre pondéré. Pour des épreuves quelconques, une branche du deuxiéme niveau porte une
probabilité conditionnelle PA(B) ; les branches issues d'un nceud ont pour somme 1. Un chemin a pour probabilité le produit
de ses branches, P(AN B) = P(A) x P4(B).Si Ay, ..., A, partitionnent 'univers, probabilités totales : P(B) =
P(A;NB)+---+ P(A, N B). Aet B sontindépendants si P(AN B) = P(A) x P(B).

MODELISER UNE SUCCESSION D'EPREUVES

Découper I'expérience en épreuves et décider si elles sont indépendantes : lancers successifs, tirages avec remise...
Sans remise, la composition de l'urne change : les pondérations du deuxiéme niveau sont des probabilités conditionnelles.
I'indépendance fait partie du modele : I'énoncé la donne ou la situation I'impose ; on ne la démontre pas.

@Construire I'arbre, multiplier le long d'un chemin, additionner les chemins qui réalisent I'événement (probabilités totales).

EXEMPLE

Une urne contient 3 boules rouges (R) et 2 vertes (V). On tire deux boules I'une aprés I'autre. Probabilité d'obtenir deux rouges,
puis que la seconde soit rouge, avec et sans remise ?

3 3
@Avec remise, tirages indépendants : chaque branche R porte 5’ et P(R;) = 5
3.3 9
(RlﬂRz):—Xg:%
@Sans remise, aprés une rouge il reste 2 rouges sur 4 boules :
3

(R1QR2)——X%—2% i

@ Probabilités totales selon la premiére boule :

3 3 _ 12 _ 3
(RQ) = X = + ' X =3 — 3
9 1
— avec remise, — sans remise, oll Pr (Rs) = = # P(Ry) : les tirages ne sont pas indépendants.
25 10 2
avec remise sans remise avec remise : Q1 x Q>
35_R 9/25 24_R 6/20 1er) 20 R (3/5) V (2/5)
R < R <
/ V625 / V620 R (315) 3/5 x 3/5 3/5 x 2/5
9/25 6/25
\V/R 6/25 \V/R 6/20 v R -
TR~V s WAV 220 6125 4125

Avec remise, les deux niveaux portent les mémes pondérations. Sans remise, celles du second niveau (en rouge) dépendent du premier tirage.
En vert, le chemin « deux rouges ».
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PIEGE

Sans remise, écrire P(Rl N R2) = g X g — le produit des probabilités des composantes ne vaut que pour des épreuves
2

indépendantes ; ici la seconde pondération est Pg, (R2) = Z

Ce que ca codte : le modeéle entier, donc toutes les probabilités qui en découlent

Le réflexe : avant de multiplier, se demander si la premiére épreuve change les conditions de la seconde.

a Epreuve, loi et schéma de Bernoulli

DEFINITION
Une épreuve de Bernoulli est une épreuve a deux issues, le succes $ et l'échec S, avec P(S)=pet P(S)=1-pla

variable aléatoire X qui vaut 1 en cas de succes et 0 en cas d'échec suit la loi de Bernoulli de paramétre p. Calcul direct :
EX)=0x(1-p)+1xp=petcomme X?=X,V(X)=E(X?) -EX)’=p—p*=p(1—p).

DEFINITION
Un schéma de Bernoulli de paramétres n et p est la répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes, de
méme probabilité de succés p. Son univers est {5, S}", ou {0, 1}" : une issue est un mot de 7 lettres, un chemin de l'arbre.

Par le modeéle des épreuves indépendantes, une issue a k succés, donc a n — k échecs, a pour probabilité pk(l = p)"’k,
quel que soit I'ordre des lettres.

1re 2¢  3eépreuve issue k probabilité regrouper les issues selon k
s=—— __—S SS§ 3 p3 k chemins P(X=k)
/ S SSS 2 p2q .
/ \ s— SSs 2 pq 0 1 q
SSS 1 pg? 1 3 3pg?
SSS 2 p%q 2 3 3p2
\ / s = SSS 1 po? P*q
\ s— S 5§55 1 po? 3 1 P
——S§ SSS 0 Q3 1, 3, 3, 1: les coefficients binomiaux
q=1-p « 3 parmi k », ligne 3 du triangle de Pascal

Schéma de Bernoulli pour n = 3 : chaque branche haute porte p, chaque branche basse ¢ = 1 — p. Les trois issues bleues ont 2 succeés et la
méme probabilité p2 q.

RECONNAITRE UN SCHEMA DE BERNOULLI
@ Nommer I'épreuve répétée et le succes (« obtenir 6 », « la piece est défectueuse »), puis lire p.
@Vérifier les conditions : deux issues ; les mémes conditions a chaque essai, donc p constant ; des essais indépendants.
Un prélevement dans une trés grande population est parfois assimilé a un tirage avec remise : c'est alors I'énoncé qui le dit.
@ Compter les répétitions : n est fixé a I'avance.
« lancer un dé jusqu'a obtenir 6 » n'est pas un schéma de Bernoulli : le nombre d'essais n'est pas fixé.

EXEMPLE
On lance trois fois un dé équilibré ; le succes est « obtenir 6 ». Calculer la probabilité d'obtenir exactement deux 6.
@Schéma de Bernoulli de paramétresn = 3 etp = % Trois chemins ont deux succes, S, §SS et §SS, chacun de
probabilité p*(1 — p) :
3 X (%)2 X g = 21156 = 752

5
la probabilité d'obtenir exactement deux 6 est — ~ (0,069.
14

PIEGE

2
1 5
Donner (6) X E comme probabilité d'obtenir deux 6 en trois lancers. — c'est la probabilité d'un chemin, par exemple

SSS'; 'événement en compte trois.
Ce que ca codte : le résultat, faux d'un facteur égal au nombre de chemins
Le réflexe : compter les chemins qui réalisent I'événement : c'est le réle du coefficient binomial.
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e La loi binomiale

DEFINITION
Pour0 < k < n, (Z) k,( ) est le nombre de parties a k éléments d'un ensemble & n éléments, donc le nombre de mots
de n lettres contenant exactement k& lettres S, ou de chemins a k succés dans l'arbre d'un schéma de Bernoulli. On a (0)

(n) =1, (1) =n, (2) = ﬂ’g—ll la symétrie (nfk) = (k) et, pour k < n — 1, la relation de Pascal (k) + (k+1) = ( )
Tout est établi dans la fiche « Dénombrement ».

DEFINITION

Dans un schéma de Bernoulli de paramétres n et p, la variable aléatoire X égale au nombre de succeés suit |a loi binomiale
de parametres n et p, notée B(n,p) ; elle prend les valeurs 0, 1, . . ., n. Si X; vaut 1 quand la ¢-iéme épreuve est un succes
et0sinon, X = X; + X, + - - - + X, : une somme de n variables de Bernoulli indépendantes, de méme paramétre p.
On en déduit E(X) = npet V(X) = np(1 — p) : voir la fiche « Sommes de variables aléatoires ».

PROPRIETE

Probabilité de k succes (démontrée). Si X suit B(n, p), pour tout entier & tel que 0 < k < n, on a la formule ci-dessous.
Démonstration. L'événement { X = k} est formé des issues comportant exactement k succes. Par indépendance, chacune a
pour probabilité le produit de k facteurs p et de n — k facteurs 1 — p, soit pk(l = )"_k Une telle issue est déterminée par
les rangs de ses k succes, c'est-a-dire par une partie a k éléments de {1, ,n} ilyena ( ) On additionne donc (k) fois
la méme probabilité.

P(X = k) = (’,j) P (1= p)t

CALCULER AVEC UNE LOI BINOMIALE

@Justifier le modéle : « on répete n fois, de fagon indépendante, une méme épreuve de Bernoulli de succes ... de
probabilité p; X compte les succes, donc suit B(n, p) ».

@Calculer P(X = k) par la formule ou la calculatrice (probabilit¢ ponctuelle), et P(X < k) par la probabilité cumulée,
somme des P(X = i) pouride0ak.

@Se rameneraucumul : P(X > k)=1—-P(X <k—-1),P(k< X <K)=PX<K)-P(X<k-1);au
moins unsucces: P(X >1)=1— (1 —p)™

EXEMPLE
Un QCM compte 10 questions, chacune a quatre propositions dont une seule juste. Un candidat

répond au hasard, indépendamment d'une question a l'autre. Calculer la probabilité qu'il ait 0250 o1 B0:029
exactement 3 bonnes réponses, puis au moins 5. 02 P(X > 5) = 0,078
@Chaque question est une épreuve de Bernoulli (succeés : « bonne réponse », p = 0,25), ‘
répétée 10 fois de facon indépendante : X suit B(10;0,25). Avec ( ) =120: , | 1.
P(X =3)=120 x 0,253 X 0,757 ~ 0,2503 O L 2 ek e tonmes Seponaes
« Aumoins 5 » est le contraire de « au plus 4 »; la calculatrice donne P(X < 4) ~ En bleu, P(X = 3); en
0,9219 : rouge, les batons dont la
P(X>5)=1—P(X <4)~1-0,9219 =0,0781 somme est P(X > 5).
P(X =3)~0,25et P(X > 5) ~ 0,078.

PIEGE

Calculer P(X > 5) par 1 — P(X < 5). — le contraire de {X > 5} est {X < 4} : X ne prend que des valeurs entiéres,
et la valeur 5 appartient a I'événement.

Ce que ca codte : le résultat, et ceux des seuils qui en dépendent
Le réflexe : écrire I'événement contraire en toutes lettres avant d'utiliser le cumul.
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° Seuils, intervalles et algorithmes

RESOUDRE UN PROBLEME DE SEUIL OU D'INTERVALLE
@Au moins un succes : le plus petit n tel que 1 — (1 — p)™ > s vérifie (1 — p)™ < 1 — s; passer au logarithme népérien,
en changeant le sens quand on divise par In(1 — p) < 0, ou tabuler (1 — p)". Pourp = 0,1 et s = 0,95:0,9" <

005 . 584, doncm = 29
In0,9 oo T

Seuil sur k : pour le plus petit k tel que P(X > k) < a, calculer P(X < k) pourk =0,1,2,...jusqual — P(X <
k) < a:J =]k;n| vérifie P(X € J) < a.

Intervalle : pour P(X € I) > 1 — a, retirer de part et d'autre des valeurs peu probables, puis vérifier P(a < X <
b)=P(X <b)—P(X <a—1)>1—a: X tombe hors de I avec une probabilité¢ au plus a.

0,05 <= n >

EXEMPLE Ioi B(20 5 05)
oi B ;0,5
On lance 20 fois une piéce équilibrée ; X est le nombre de « pile ». Déterminer le plus petit 1=[614] : 0,959
intervalle I centré en 10 tel que P(X € I) > 0,95. o
1
X suit B(20;0,5). La calculatrice donne P(X < 5) ~ 0,0207, P(X < 6) ~ 0,0577, 005
P(X <13) ~0,9423 et P(X < 14) ~ 0,9793. Pour I = [6;14] : e 0w
nombre k de « pile »
P(6 < X <14) = P(X < 14) — P(X < 5) ~ 0,9793 — 0,0207 = 0,9586 ‘ ,
En vert, de 6 a 14 : environ
@Pour [7; 13], pIUS étI’Oit, 0,9423 — 0,0577 = 0,8846 < 0,95 0,959, les deux queues
I = [6 : 14], avec P(X c I) ~ 0,96. grises : environ 0,041.
calculer : loi binomiale et surréservation simuler : Bernoulli, binomiale, échantillon
from math import comb from random import random
def proba(n, p, k): # P(X = k) def bernoulli(p): # 1 ou 0
return comb(n, k) * p**k * (1 - p)**(n - k) if random() < p:
def seuil(n, p, alpha): return 1
=0 return 0
F = proba(n, p, 0) # F = P(X <= k) def binomiale(n, p): # nombre de succes
while 1 - F > alpha: # P(X > k) > alpha s =0
k=k+1 for i in range(n):
F = F + proba(n, p, k) s = s + bernoulli(p)
return k return s
seuil (105, 0.92, 0.05) # renvoie 101 def echantillon(N, n, p): # N valeurs de X
return [binomiale(n, p) for i in range(N)]
seuil cumule les P(X = k) jusqua P(X > k) < «; echantillon construit sa liste en compréhension.
.
‘\
SIMULER UN SCHEMA DE BERNOULLI EN PYTHON ° “B
G/
@Simuler : bernoulli(p) renvoie 1 si random(), tiré dans [0 ; 1[, est inférieur & p, donc e <,
avec la probabilité p; binomiale(n, p) additionne 1 appels indépendants et simule R W
B(n,p); echantillon(N, n, p) renvoie un échantillon de taille V. ‘ ‘ M ‘ ﬂ |_| ‘
@ La planche de Galton : a chacun des n clous, la bille part a droite avec la probabilité 0,5, 1 2 3 8 case

o 7 N . . a 1/16 4/16 6/16 4116 1/16
indépendamment ; sa case, le nombre de rebonds a droite, suit B(n ; 0,5), que simule

binomiale(n, 0.5). Le chemirleGDD meéne ala
case 3; (k) chemins sur 16
ménent a la case k.

A VERIFIER
e Schéma de Bernoulli justifié (succés nommé, p, n répétitions identiques et indépendantes) ; sinon, retour a l'arbre ?
« Coefficient (7) devant p¥(1 — p)"~* 2 Contraire de {X > k} écrit {X <k —1}?

e Seuil : sens changé en divisant par ln(l = p) < 0, entier conclu par excés, phrase en contexte ?

A RETENIR
o Epreuves indépendantes : |a probabilité d'une issue est pF(1 — p)F.
le produit des probabilités de ses composantes. e X suit B(n p) . P(X _ k') _ (n) pk(l _ p)n—k pour
) o - — \k ’

o Bemouli: P(X =1)=p, P(X =0)=1—p,
E(X)=p. V(X)=p(1-p)
e Schéma de Bernoulli : . épreuves identiques et

0<k<n.
e« P(X>k)=1-P(X <k—1);aumoins un

succes: 1 — (1 —p)™
indépendantes ; un chemin a k succés a pour probabilité
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