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Lancer cent dés et prévoir leur somme : sa loi est hors de portée d'un calcul a la main, et pourtant son espérance et sa
variance s'obtiennent en une ligne. L'espérance d'une somme est toujours la somme des espérances ; la variance

d'une somme n'est la somme des variances que si les variables sont indépendantes. Pour la moyenne M, d'un
o

vn
@ somme de variables aléatoires et linéarité de I'espérance

Rappels de premiére. Sur un univers fini {1, une variable aléatoire X est une fonction de Q dans R; E(X) =Y p;z; =
> oeqa P({w}) X (w) (moyenne pondérée sur les issues), V(X) = E(X?) — (E'(X))2 eto(X) =/ V(X).

échantillon de taille n, il en découle E(M,,) = peto(M,) =

DEFINITION

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme univers 2, et a un réel. La variable X + Y associe a chaque
issue w le nombre X (w) 4+ Y (w) ; la variable X lui associe a X (w). Exemple : pour deux dés, X; + X est la somme des
faces ; un gain en euros G devient 100G en centimes.

PROPRIETE

Linéarité de I'espérance (démontrée). Pour toutes variables aléatoires X et Y définies sur €2, indépendantes ou non, et
pourtoutréela: E(X +Y) = E(X) + E(Y) et E(aX) = aE(X). Preuve : avec la moyenne pondérée sur les issues,
E(X+Y)=>,P{w})(X(w)+ Y (w)). que l'on sépare en deux sommes : E(X) + E(Y). De méme,

> o PH{w}) aX(w) = aE(X). De proche en proche, E(X; + --- + X,) = E(X1) + - -- + E(X,) ; et comme une
constante b a pour espérance b, E(aX +b) = aE(X) +b.

E(X+Y)=EX)+EY) E(X)=aE(X)

CALCULER UNE ESPERANCE SANS PASSER PAR LA LOI

@ Décomposer : écrire X comme une somme de variables plus simples, souvent une par épreuve ou par objet : le résultat de
chaque tirage, ou une variable qui vaut 1 si un événement se produit et O sinon.
Calculer I'espérance de chaque terme, a partir de sa loi, qui est simple.
Additionner, par linéarité, sans se préoccuper de l'indépendance.
la loi de X n'est jamais déterminée : c'est tout l'intérét de la méthode.

EXEMPLE 2¢ boule
Une urne contient quatre boules numérotées 1, 2, 3 et 4. On tire successivement deux boules 1 2 3 4
sans remise ; X; et X5 sont leurs numéros, et S = X; + X5. Calculer E(S). 1] —-[3)4]5
. . , . . 23 — 5 6
@X1 suit la loi uniforme sur {1, 2, 3,4}. Un numéro k sort au second tirage s'il ne sort pas 1e
. . . . 3 4 5 — 7
au premier, puis sort parmi les trois boules restantes :
3,1_1 4|5 6 7  —
4737 14
X, adonc la méme loi que X1, et B(X;) = E(X3) = 2,5. 12 issues, chacune de probabilité 1/12

2Bl q . . , somme moyenne : 60/12 =5
Par linéarité, bien que X et X, ne soient pas indépendantes :

E(S) =925125=5 Les 12 tirages ordonnés sont
’ ’ équiprobables ; la diagonale
E(S) = 5, sans avoir déterminé la loi de S ; le tableau des douze tirages le confirme. est impossible sans remise.
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PIEGE

« Les tirages sont sans remise, donc X; et X5 ne sont pas indépendantes : on ne peut pas écrire E(X1 + Xg) =
E(X;) + E(X2).»— lalinéarité de I'espérance ne demande aucune hypothése d'indépendance. Seule 'additivité de la
variance en demande une.

Ce que ca codte : la question, ou de longues minutes passées a chercher une loi qui n'était pas demandée.
Le réflexe : espérance : linéarité, toujours ; variance : additivité, seulement pour des variables indépendantes.

a Variance d'une somme de variables indépendantes

DEFINITION

Des variables aléatoires X1, . .., X;, sont indépendantes si, pour toutes valeurs z1, . .., Z,, P(X1 = z1,..., X, =

z,) = P(X; =) x --- x P(X,, = z,), lavirgule signifiant « et ». Ici, elles proviennent toujours d'une succession
d'épreuves indépendantes (lancers, tirages avec remise...), chaque X; ne dépendant que de la i-iéme : l'indépendance est
une hypothese du modele, qu'il suffit de citer.

PROPRIETE

Changement d'échelle (démontré). Pour tous réels a et b, V(aX + b) = a>V (X). Preuve : avec u = E(X), la linéarité
donne E(aX +b) = ap + b, donc V(aX +b) = E((aX +b— ap — b)®) = E(a*(X — p)°) = a®V(X). Ajouter
une constante décale les valeurs sans les disperser davantage.

V(aX +b) =a®V(X) o(aX +b) = |a| o(X)

X1 + Xz : deux dés 0 =242
1/6

PROPRIETE
Additivité de la variance (admise). Plus généralement, si X1, ..., X,, sontindépendantes,
V(Xi+- -+ X,) =V (X1) + -+ V(X,). Ce sont les variances qui s'ajoutent, pas

les écarts types. Sans indépendance, I'additivité tombe : avec Y = X, V(X + X) =
91 35 2X1 : un dé doublé =342

V(2X) =4V (X).Pourundé, V(X;) = o 3.,5% = i deux dés ajoutés donnent s E=7

35
V(Xi+ X,) = 5 un dé doublé V(2X;) = 3+ Pour la méme espérance 7.

2 3 45 6 7 8 9101112

2 3 45 6 7 8 9101112
[ ————————————————

VIX+Y)=V(X)+V(Y) siX,Y indépendantes Méme espérance, dispersions
différentes ; sous l'axe, de
E—caFE+o.

CALCULER UNE VARIANCE PAR DECOMPOSITION
@ Ecrire X comme une somme X7 + - - - + X,,, chaque X; ne dépendant que d'une épreuve.
@Citer le modeéle : les épreuves sont indépendantes, donc les X le sont. Sans cette phrase, I'additivité n'est pas justifiée.

Ajouter les variances (un coefficient sort au carré, signe compris), puis prendre la racine a la fin pour I'écart type, jamais
terme a terme.

EXEMPLE

On lance un dé équilibré, puis une piéce équilibrée. Le score G est le numéro du dé, plus 4 points si la piéce tombe sur pile.
Calculer E(G) et o(G).

@Soit D le numéro du dé et P la variable qui vaut 1 pour pile, 0 sinon: G = D +4P.ona E(D) = 3,5, V(D) = ?—Z
E(P)=05etV(P) = E(P?) — 0,52 = 0,25, car P> = P. Par linéarité :

E(G)=35+4x05=55

D et P dépendent de deux épreuves indépendantes : elles sont indépendantes, et

V(G) =% +42%x0,25 =% ~6,92

83
dou o(G) =/ 5 ~ 2,63.

E(G) = 5,5 points et 0(G) ~ 2,63 points.
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PIEGE

Ecrireo(X +Y) =0(X) +
o(Y),ouV(2X) =2V(X).—ce
sont les variances qui s'ajoutent :
aveco(X) =3eto(Y) =4
indépendantes, o(X +Y) = 5, et
non7.EtV(X + X) =

V(2X) =4V (X).

Ce que ca codte : I'écart type
demandé, et tout ce qui en découle.

PIEGE

Ecrire V(X -Y) =V(X) —
V(Y).—V((-1)Y) =
(-1)*V(Y) :pour X, Y
indépendantes, V(X —Y) =
V(X) 4+ V(Y). Avec deux dés, la
formule fausse donnerait O.

PIEGE

. 2
Ecrire B(X?) = (E(X))".—a
linéarité vaut pour les sommes et la
multiplication par un nombre, pas
pour les carrés : pour un dé,

E(X?) = L mais (B(X))* = £,

Ce que ca colte : la variance qui
suit, qui vaudrait alors 0.

Le réflexe : calculer B(X?) =
> pi mf avec la loi : on éléve au
carré les valeurs.

Ce que ca codte : le résultat ; une
variance nulle ou négative doit
alerter.

Le réflexe : un coefficient sort de la
variance au carré, signe compris.

Le réflexe : ajouter les variances,
puis prendre une seule racine.

a La loi binomiale, somme de variables de Bernoulli

PROPRIETE

Loi de Bernoulli (démontrée). Si Y vaut 1 avec la probabilité p et 0 sinon, E(Y) = p; une issue : (S, E, 5, S, E)

commeY2=Y,E(Y?) =petV(Y)=p— p? = p(1 — p). Loi binomiale (démontrée). epewet [S]—> x=1

Si X suit B(n,p), X compte les succés d'un schéma de Bernoulli de 1 épreuves. Soit X;; la eorenez (E]—> xe=0

variable qui vaut 1 si la Z-iéme épreuve est un succes, 0 sinon : chaque X; suit la loi de épyeuvw @ et
épreuve 4 — Xa=1

Bernoulli de paramétre p, et X = X7 + - - - + X,, car chaque succeés ajoute 1. Par linéarité,

épreuve 5 E] —> Xs=0
E(X)=p+---+ p = np. Les épreuves étant indépendantes, les X;; le sont : par

X=1+0+1+1+0=3

additivité, V(X) =n X p(]. — p) succés comptés : la somme des Xi

Une issue d'un schéma de

E(X) =np V(X) — np(l _ p) U(x) [ /np(l _ p) Bernoulli a 5 épreuves :

chaque succes ajoute 1.

EXEMPLE
Un QCM compte 20 questions a quatre réponses, dont une seule juste. Un candidat répond au hasard a chacune,
indépendamment ; X est son nombre de bonnes réponses. Une bonne réponse rapporte 1 point, une mauvaise en retire 5
Calculer I'espérance et I'écart type de la note V.
@X suit 8(20;0,25) : E(X) = 20 x 0,25 = 5 et

V(X) =20 x 0,25 x 0,75 = 3,75
@ ) i 20— X 4 20 L

llya20 — X mauvaises réponses : N = X — —3 = §X -3 Par linéarité, E(N) =

2
4

16 20
16 » 3,75 = L ~ 6,67

2
dot o(N) = 4/ EO ~ 2,58 points.

E(N) = 0: ce baréme annule en moyenne l'effet du hasard ; o(IN) ~ 2,58 points.

X B @—0 et
3_7

[SCR TN

PIEGE

Utiliser V(X') = np(1 — p) pour des tirages sans remise. — les tirages ne sont plus indépendants : E(X) = np reste vrai
par linéarité, I'additivité non. Deux boules tirées sans remise parmi 2 rouges et 2 blanches : X vaut 0, 1, 2 avec les probabilités
14 1. _ ; _ 1 1,1 _1

E'E'E’E(X) =1mais V(X) = 3.etnon2 X 5 X 5 = 3.

Ce que ca codte : la variance et I'écart type, et la justification de la loi.

Le réflexe : avant d'écrire B(n,p), vérifier : épreuves identiques, indépendantes, a deux issues.

° Echantillon d'une loi : somme et moyenne

DEFINITION
Un échantillon de taille n d'une loi de probabilité est une liste (X1, ..., X,,) de variables aléatoires indépendantes et
identiques, c'est-a-dire qui suivent toutes cette loi. [l modélise n répétitions indépendantes d'une méme expérience : n lancers
S,
d'un dé, n mesures, n clients... Sa somme est S, = X1 + - - - + X,,, sa moyenne M,, = —.
n
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n=1 o(M,)=0,5

PROPRIETE 05 :
Somme et moyenne d'un échantillon (démontrées). Si la loi a pour espérance p, pour | | |
0 +
variance V' et pour écart type o = V' V/, la linéarité donne E(.S,,) = nu et lindépendance H 05 H
1 n=4 a(M,) = 0,25
V(S,) = nV, douo(S,) = y/no.Puis M, = =S, donne E(M,) = petV(M,) =
§ |
— X nV . Lecture : la somme se disperse de plus en plus, mais la moyenne se resserre ole I : I -
n 0 0,5 1
autour de . Pour diviser o(M,,) par 2, il faut quadrupler 7. Attention : S,, n'est pas n.X1, qui n=16 6(M,) = 0,125
répéte un seul résultat et vérifie o(nX;) = no. La fiche « Bienaymé-Tchebychev — 0 ;
Concentration, loi des grands nombres » en tire des probabilités. . i,
0 0,5 1
14 o ,
E(Mn) =pu V(Mn) = — U(Mn) = — Moyenne de n lancers d'une
n Vn piéce (1 pour pile) :
quadrupler n divise o (M,,)
par 2.

ETUDIER LA SOMME OU LA MOYENNE D'UN ECHANTILLON
Reconnaitre I'échantillon (n répétitions indépendantes d'une méme expérience), puis calculer u, V' et o pour une seule
variable.

@Appliquer les formules : pour la somme, multiplier et V' par n ; pour la moyenne, garder y et diviser V' par n. Dans les

deux cas, I'écart type varie d'un facteur \/ﬁ
2

o o

@ Pour une précision visée ¢, résoudre T < g, soitn > — et prendre le plus petit entier.
n €

EXEMPLE

Une balance donne d'un objet une mesure aléatoire d'espérance u, sa masse exacte, et d'écart type 0,6 g; les mesures

successives sont indépendantes. On retient la moyenne M, de n mesures. Calculer O'(Mg), puis le nombre de mesures qui
garantito(M,,) < 0,1 g.

@ (X1,...,Xg) estun échantillon : E(Mjy) = u, la moyenne reste centrée sur la masse exacte, et
06 _
U(Mg) = ﬁ = 0,2

@Puis%<01 < V/n>6 < n>36
\/ﬁ\, = = .

o(My) = 0,2 g; il faut au moins 36 mesures pour que o(M,) < 0,1 g.

PIEGE

, o V
Ecrire o(M,,) = —, ou V(M,,) = —.— * sort de la variance au carré, mais la somme apporte un facteur n.: V (M,) = ¥
n n2 n n

i o
, et la racine donne et
Ce que ca codte : la valeur, et toute taille d'échantillon qui en découle : 36 mesures deviendraient 6.

Le réflexe : contréle : quadrupler n divise I'écart type de la moyenne par 2, pas par 4.

A VERIFIER

e Ai-je cité I'indépendance des épreuves avant d'ajouter des variances ?
« Un coefficient sort-il de la variance au carré : V(=Y) = V(Y") 2

e Pour B(n,p) : épreuves identiques, indépendantes, & deux issues ?

o o
e Pour une moyenne : o(M,) = —, etnon — ?

Vn n

A RETENIR

e E(X+Y)=E(X)+E(Y)etE(aX +b) = o Bernoulli: E =p, V =p(1 —p). B(n,p) : E =np,
aE(X) + b, toujours. V =np(1 —p).

e V(@X +b)=aV(X);V(X+Y)=V(X) + o Echantilon: E(S,) = nu, V(S,) =nV,EM,) =p
V(Y) si X, Y indépendantes. ,o(M,) = =

e Les variances s'ajoutent (si indépendance), jamais les
écarts types.
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